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関数 f(x) =
√
x2 − 1 (x >= 1)と関数 g(t) = et + e−t

2
(t >= 0)を考える. ただし, eは自然対数の底とする.

(1) g(t) >= 1を示せ.

(2) a > 0とする. 定積分
∫ a

0

f(g(t))g′(t)dtを求めよ.

(3) 座標平面上の曲線 y = f(x)を C とする. p > 1とし, C 上の点 (p , f(p))における接線を lとする. このとき, 曲線

C, 直線 l, x軸で囲まれた図形の面積 S を pで表せ.

－ 1－



数理科学専門塾 phi -ϕ 北海道大学数学入試問題集 解答

’19後期 理系 4

関数 f(x) =
√
x2 − 1 (x >= 1)と関数 g(t) = et + e−t

2
(t >= 0)を考える. ただし, eは自然対数の底とする.

(1) g(t) >= 1を示せ.

(2) a > 0とする. 定積分
∫ a

0

f(g(t))g′(t)dtを求めよ.

(3) 座標平面上の曲線 y = f(x)を C とする. p > 1とし, C 上の点 (p , f(p))における接線を lとする. このとき, 曲線 C, 直線 l,

x軸で囲まれた図形の面積 S を pで表せ.

(1) et, e−t > 0なので相加相乗平均の不等式より g(t) >=
√
ete−t = 1

(2)

∫ a

0

f(g(t))g′(t)dt =

∫ a

0

√(
et + e−t

2

)2

− 1
(
et − e−t

2

)
dt

=

∫ a

0

√(
et − e−t

2

)2 (
et − e−t

2

)
dt

=

∫ a

0

et − e−t

2

(
et − e−t

2

)
dt

=

∫ a

0

(
et − e−t

2

)2

dt
(
0 < t < aにおいて et − e−t

2
> 0なので

)
=

∫ a

0

e2t + e−2t − 2
4

dt =

[
e2t − e−2t

8
− t

2

]a
0

= e2a − e−2a

8
− a

2

(3) x > 1において,

f ′(x) = x
x2 − 1

> 0より f(x)は単調増加.

f ′′(x) =

1 ·
√
x2 − 1 − x · x√

x2 − 1
x2 − 1

= −1

(
√
x2 − 1 )3

< 0より

C は上に凸なので, lは接点 T(p , f(p))のみで C と交わり, lは C の上側である.

l : y = f ′(p)′(x− p) + f(p) ⇐⇒ y =
p√

p2 − 1
(x− p) +

√
p2 − 1

⇐⇒ y =
p√

p2 − 1
x− 1√

p2 − 1

よって lの x切片は A
(
1
p
, 0

)
.

T

A H

f(p)

p1
p

1

l

C

x

y

O

Tから x軸に下ろした垂線の足を Hとし, C と x軸と THで囲まれた部分の面積を S1 とすると,

S1 =

∫ p

1

f(x)dx (p > 1より)

ここで, g(t) >= 1より x = g(t)とおくことができ,

dx = g′(t)dt, p = g(t)を満たす正の tを aとおくと,
x 1 → p

t 0 → a
なので (2)より

S1 =

∫ t=a

t=0

f(g(t))g′(t)dt = e2a − e−2a

8
− a

2
= 1

2

(
ea + e−a

2

)(
ea − e−a

2

)
− a

2
であり,

ea + e−a

2
= g(a) = p · · · 1⃝

ea − e−a

2
=

√(
ea − e−a

2

)2

=

√(
ea + e−a

2

)2

− 1 =
√
p2 − 1 · · · 2⃝

1⃝+ 2⃝より ea = p+
√
p2 − 1 ⇐⇒ a = log(p+

√
p2 − 1 ) · · · 3⃝

1⃝, 2⃝, 3⃝より S1 = 1
2
p
√
p2 − 1 − 1

2
log(p+

√
p2 − 1 )を得る.

また, △ATH = 1
2

(
p− 1

p

)
f(p) =

(p2 − 1)
√

p2 − 1

2p
なので,

S = △ATH− S1

=
(p2 − 1)

√
p2 − 1

2p
− 1

2
p
√

p2 − 1 + 1
2
log(p+

√
p2 − 1 ) = −

√
p2 − 1

2p
+ 1

2
log(p+

√
p2 − 1 )
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【背景】
双曲線関数の定義

t ∈ Rに対し, cosh t = et + e−t

2
, sinh t = et − e−t

2
, tanh t = sinh t

cosh t
と定める.

相互関係

(i) cosh2 t− sinh2 t = 1 (ii) 1− tanh2 t = 1

cosh2 t

(証明)

(i) 定義より

{
cosh t+ sinh t = et

cosh t− sinh t = e−t
なので, 辺々の積をとることにより示された.

(ii) (i)の両辺を cosh2 tで割ることにより示された.

加法定理

(i) cosh(α+ β)

= coshα coshβ + sinhα sinhβ

(ii) sinh(α+ β)

= sinhα coshβ + coshα sinhβ

(iii) tanh(α+ β) =
tanhα+ tanhβ
1 + tanhα tanhβ

(証明)

(i) (右辺) = eα + e−α

2
· eβ + e−β

2
+ eα − e−α

2
· eβ − e−β

2
= eα+β + e−α−β

2
= (左辺)

(ii) (右辺) = eα − e−α

2
· eβ + e−β

2
+ eα + e−α

2
· eβ − e−β

2
= eα+β − e−α−β

2
= (左辺)

(iii) (左辺) =
sinh(α+ β)

cosh(α+ β)
=

sinhα coshβ + coshα sinhβ
coshα coshβ + sinhα sinhβ

((i), (ii)より)

=

sinhα
coshα

+
sinhβ
coshβ

1 +
sinhα sinhβ
coshα coshβ

(
分子分母を 1

coshα coshβ
倍した

)
= (右辺)

2倍角公式

(i) cosh 2t = cosh2 t+ sinh2 t (ii) sinh 2t = 2 sinh t cosh t (iii) tanh 2t = 2 tanh t

1 + tanh2 t

(i)′ cosh 2t =

{
2 cosh2 t− 1

2 sinh2 t+ 1

(証明)

加法定理において α = β = tとすることにより (i)～(iii)は示された.

更に (i)′ は (i)に相互作用の (i)を用いることにより示された.
微分公式

(i) d cosh t
dt

= sinh t (ii) d sinh t
dt

= cosh t (iii) d tanh t
dt

= 1

cosh2 t
= 1− tanh2 t

(証明)

(i) d cosh t
dt

= d
dt

(
et + e−t

2

)
= et − e−t

2
= sinh t

(ii) d sinh t
dt

= d
dt

(
et − e−t

2

)
= et + e−t

2
= cosh t

(iii) d tanh t
dt

= d
dt

(
sinh t
cosh t

)
= cosh2 t− sinh2 t

cosh2 t
= 1

cosh2 t
= 1− tanh2 t

【双曲線関数を用いた S1 の計算】

y =
√
x2 − 1 ∧ x >= 1 ⇐⇒ x2 − y2 = 1 ∧ x >= 1 ∧ y >= 0より C は双曲線 x2 − y2 = 1の一部であり,

相互関係 (i)と cosh tの取る値の範囲より, この双曲線は
(
x
y

)
=

(
cosh t
sinh t

)
とパラメータ表示できる.

dx = sinh t dtであり, x = pを満たす正の tを aとおくと,
x 1 → p

t 0 → a
より

S1 =

∫ x=p

x=1

y dx =

∫ t=a

t=0

sinh2 t dt =

∫ a

0

cosh 2t− 1
2

dt =
[
sinh 2t

4
− t

2

]a
0
= sinh 2a

4
− a

2
= cosh a sinh a

2
− a

2

= 1
2

(
ea + e−a

2

)(
ea − e−a

2

)
− a

2
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