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f(x) = 1
2
(ex + e−x)とし, 曲線 y = f(x)を C とする. また, s > 1とし, 0 <= x <= log sの範囲における C の長さを L(s)

とする. ただし, log sは sの自然対数であり, eは自然対数の底である.

(1) L(s)を sで表せ.

(2) Pをx座標が log sであるようなC上の点とし,この点でのCの接線を lとする. Q(v , w)を v < log sかつPQ = L(s)

を満たす l上の点とするとき, vと wを sで表せ.

(3) (2)において, sが 1より大きい実数を動くとき, 点 R(−v + log s , w)の軌跡を座標平面上に図示せよ.
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f(x) = 1
2
(ex + e−x)とし, 曲線 y = f(x)を C とする. また, s > 1とし, 0 <= x <= log sの範囲における C の長さを L(s)とする.

ただし, log sは sの自然対数であり, eは自然対数の底である.
(1) L(s)を sで表せ.

(2) Pを x座標が log sであるような C 上の点とし, この点での C の接線を l とする. Q(v , w)を v < log sかつ PQ = L(s)を
満たす l上の点とするとき, v と w を sで表せ.

(3) (2)において, sが 1より大きい実数を動くとき, 点 R(−v + log s , w)の軌跡を座標平面上に図示せよ.

(1) f ′(x) = 1
2
(ex − e−x)より√

1 + (f ′(x))2 =

√
1 + e2x + e−2x − 2

4
=

√
(ex + e−x)2

2
= ex + e−x

2
(ex + e−x > 0より)なので,

L(s) =

∫ log s

0

ex + e−x

2
dx = 1

2

[
ex − e−x

]log s

0
= 1

2
(s− s−1)− 1

2
(1− 1)

よって L(s) = 1
2

(
s− 1

s

)
(2)

−→
PQは −

(
1

f ′(log s)

)
向きで大きさが L(s)なので,

−→
OQ =

−→
OP− L(s)√

1 + (f ′(log s))2

(
1

f ′(log s)

)
=

(
log s

1
2

(
s+ 1

s

))−
1
2

(
s− 1

s

)
1
2

(
s+ 1

s

) ( 1
1
2

(
s− 1

s

))
よって

v = log s−
s− 1

s

s+ 1
s

w = 1
2

(
s+ 1

s

)
− 1

2
·

(
s− 1

s

)2

s+ 1
s

= 1

2
(
s+ 1

s

) {(
s+ 1

s

)2

−
(
s− 1

s

)2
}

= 2

s+ 1
s

(3) R(x , y)とおく.

sが s > 1を満たして動くときに Rが描く図形をW とおくと,

R(x, y) ∈ W ⇐⇒ ∃s (> 1), (x, y) = (−v + log s, w)

⇐⇒ ∃s (> 1)

x =
s− 1

s

s+ 1
s

∧ y = 2

s+ 1
s


⇐⇒ ∃s (> 1)

[
s+ 1

s
= 2

y
∧ s− 1

s
= 2x

y

]
⇐⇒ ∃s (> 1)

[
s = 1 + x

y
∧ 1

s
= 1− x

y

]
⇐⇒ 1 + x

y
· 1− x

y
= 1 ∧ 1 + x

y
> 1

⇐⇒ x2 + y2 = 1 ∧ x− y + 1
y

> 0

よってW : x2 + y2 = 1 ∧ x− y + 1
y

> 0なので, 図示は右図実線部.
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