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nを自然数とする.

(1) 次の等式を示せ.

(a− b)(an + an−1b+ an−2b2 + · · · · · ·+ abn−1 + bn) = an+1 − bn+1

(2) w = 10n(n+1) − 2n+1

10n − 2
とおく. wは整数であることを示せ. また, wを 10n で割った余りは 2n であることを示せ.

(3) 実数 xに対し, [x ]は xを超えない最大の整数を表す.

[
10n(n+1)

10n − 2

]
を 10n で割った余りを求めよ.
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zを虚部が正である複素数とし, O(0), P(2), Q(2z)を複素数平面上の 3点とする. △OPR, △PQS, △QOTは△OPQの

内部と重ならない正三角形とし, 3点 U, V, Wをそれぞれ△OPR, △PQS, △QOTの重心とする.

(1) 3点 U, V, Wが表す複素数をそれぞれ zで表せ.

(2) △UVWは正三角形であることを示せ.

(3) z が z − i = 1
2
を満たしながら動くとき, △UVWの重心 Gの軌跡を複素数平面上に図示せよ. ただし, iは虚数

単位を表す.
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十分な数の赤球と青玉が手元にあるものとする. aと nを自然数とし, はじめに, 空の袋に a個の赤玉を入れておく. 以下

の試行を繰り返す. 袋の中から玉を 1個取り出し, それが赤玉ならば青玉を 1個袋に入れ, 青玉ならば赤玉を 1個袋に入

れる. さらに, 取り出した玉自体も袋に戻し, 袋の中の玉をよくかき混ぜる. 結果として, 1回の試行ごとに袋の中にある

玉は 1個ずつ増える. この試行を繰り返したとき, n回目の施行後に袋に入っている赤玉の個数が kである確率を pn(k)

で表す. 例えば, p1(k)の値は kが aのとき 1, そのほかの場合は 0である. また, Mn =
a+n∑
k=0

kpn(k)とする.

(1) p2(k)を求めよ.

(2) pn+1(k + 1) = Bpn(k) + Cpn(k + 1)と表すとき, B と C を a, k, nで表せ.

(3) M1 = a, Mn+1 = a+ n− 1
a+ n

Mn + 1を示せ.

(4) (3)の式を満たす数列 {Mn}の一般項を求めよ. さらに, lim
n→∞

Mn

n
を求めよ.
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f(x) = 1
2
(ex + e−x)とし, 曲線 y = f(x)を C とする. また, s > 1とし, 0 <= x <= log sの範囲における C の長さを L(s)

とする. ただし, log sは sの自然対数であり, eは自然対数の底である.

(1) L(s)を sで表せ.

(2) Pをx座標が log sであるようなC上の点とし,この点でのCの接線を lとする. Q(v , w)を v < log sかつPQ = L(s)

を満たす l上の点とするとき, vと wを sで表せ.

(3) (2)において, sが 1より大きい実数を動くとき, 点 R(−v + log s , w)の軌跡を座標平面上に図示せよ.
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nを自然数とする.
(1) 次の等式を示せ.

(a− b)(an + an−1b+ an−2b2 + · · · · · ·+ abn−1 + bn) = an+1 − bn+1

(2) w = 10n(n+1) − 2n+1

10n − 2
とおく. w は整数であることを示せ. また, w を 10n で割った余りは 2n であることを示せ.

(3) 実数 xに対し, [x ]は xを超えない最大の整数を表す.

[
10n(n+1)

10n − 2

]
を 10n で割った余りを求めよ.

(1)【方針】「全ての自然数に対し」と言えば帰納法

(a− b)(an + an−1b+ an−2b2 + · · · · · ·+ abn−1 + bn) = an+1 − bn+1

P (n)
とすると,

(i) (P (1)左辺) = (a− b)(a+ b) = a2 − b2 = (P (1)右辺)より P (1)は成り立つ.

(ii) k ∈ Nに対し, P (k)を仮定して P (k + 1)を示す.

(P (k + 1)左辺) = (a− b)(ak+1 + akb+ ak−1b2 + · · · · · ·+ a2bk−1 + abk + bk+1)

= a(a− b)(ak + ak−1b+ ak−2b2 + · · · · · ·+ a2bk−2 + abk−1) + (a− b)bk+1

= a(ak+1 − bk+1) + (a− b)bk+1 (仮定 P (k)より)

= ak+2 − bk+2

= (P (k + 1)右辺)

よって P (k) =⇒ P (k + 1)が成り立つ.

(i), (ii)より数学的帰納法により ∀n(n ∈ N), P (n)が示された.

(2) a = 10n, b = 2とおくと, (1)の結論より

w = an+1 − bn+1

a− b
= an + an−1b+ an−2b2 + · · · · · ·+ abn−1 + bn であり,

この各項は整数なので wは整数であることが示された.

また, w = a(an−1 + an−2b+ an−3b2 + · · · · · ·+ bn−1) + bn であり,

( )内は整数かつ bn は aより小さい正の整数であることから, wを aで割った余りは bn であることが示された.

(3) a = 10n, b = 2とおくと, 求めたいのは
[

an+1

a− b

]
を aで割った余りである.

an+1

a− b
= w + bn+1

a− b
であり, r = bn+1

a− b
とおくと, r > 0

1− r = a− b− bn+1

a− b
> a− bn+1 − bn+1

a− b
= 10n − 2 · 2n+1

10n − 2
=

2n(5n − 4)

10n − 2
> 0

より 0 < r < 1なので,

[
an+1

a− b

]
= [w + r ] = w ((2)より w ∈ Zなので)が成り立ち, これを aで割った余りは 2n ((2)より)
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z を虚部が正である複素数とし, O(0), P(2), Q(2z)を複素数平面上の 3点とする. △OPR, △PQS, △QOTは△OPQの内部と重
ならない正三角形とし, 3点 U, V, Wをそれぞれ△OPR, △PQS, △QOTの重心とする.
(1) 3点 U, V, Wが表す複素数をそれぞれ z で表せ.

(2) △UVWは正三角形であることを示せ.

(3) zが z − i = 1
2
を満たしながら動くとき, △UVWの重心Gの軌跡を複素数平面上に図示せよ. ただし, iは虚数単位を表す.

(1) U(u), V(v), W(w)とおく. Im(2z) > 0より, 3点 O, P, Qは左回りに並ぶ.

よって


−→
PRは

−→
POを

−→
QSは

−→
QPを

−→
OTは

−→
OQを

60◦ 回転したものとなるので,


−→
PUは

−→
POを

−→
QVは

−→
QPを

−−→
OWは

−→
OQを

30◦ 回転して 1√
3
倍したものである.

1√
3

(cos 30◦ + i sin 30◦) = 1
2

+ 1

2
√
3

iより
P

Q

R

T

S

U

V

W

30◦

30◦

30◦

1

1√
3

Re

Im

O

u− 2 = (0− 2)
(
1
2

+ 1

2
√
3

i
)
⇐⇒ u = 1− 1√

3
i

v − 2z = (2− 2z)
(
1
2

+ 1

2
√
3

i
)
⇐⇒ v =

(
1− 1√

3
i
)
z + 1 + 1√

3
i

w − 0 = (2z − 0)
(
1
2

+ 1

2
√
3

i
)
⇐⇒ w =

(
1 + 1√

3
i
)
z

以上より U
(
1− 1√

3
i
)
, V

((
1− 1√

3
i
)
z + 1 + 1√

3
i
)
, W

((
1 + 1√

3
i
)
z
)

(2) (v − u)(cos 60◦ + i sin 60◦) =
{(

1− 1√
3

i
)
z + 2√

3
i
}(

1
2

+

√
3
2

i
)

=
(
1 + 1√

3
i
)
z − 1 + 1√

3
i

= w − u

より
−−→
UWは

−→
UVを 60◦ 回転したものなので, △UVWは正三角形である.

(3) G(g)とおくと, g = u+ v + w
3

= 2z + 2
3

が成り立つ.

zがD : z − i = 1
2
内を動くときに gが描く図形を C とおくと,

g ∈ C ⇐⇒ ∃z (∈ D), g = 2
3
(z + 1)

⇐⇒ ∃z
[

z − i = 1
2

∧ z = 3
2
g − 1

]
⇐⇒

(
3
2
g − 1

)
− i = 1

2

⇐⇒ g − 2(1 + i)

3
= 1

3

よって C : g − 2(1 + i)

3
= 1

3
であり,

これは点
2(1 + i)

3
を中心とし, 1

3
を半径とする円なので, 図示は右図.

2
3

i

1

2
3
i

1
3

1
3
i

Re

Im

O
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十分な数の赤球と青玉が手元にあるものとする. aと nを自然数とし, はじめに, 空の袋に a個の赤玉を入れておく. 以下の試行を繰
り返す. 袋の中から玉を 1個取り出し, それが赤玉ならば青玉を 1個袋に入れ, 青玉ならば赤玉を 1個袋に入れる. さらに, 取り出し
た玉自体も袋に戻し, 袋の中の玉をよくかき混ぜる. 結果として, 1回の試行ごとに袋の中にある玉は 1個ずつ増える. この試行を繰
り返したとき, n回目の施行後に袋に入っている赤玉の個数が k である確率を pn(k)で表す. 例えば, p1(k)の値は k が aのとき 1,

そのほかの場合は 0である. また, Mn =
a+n∑
k=0

kpn(k)とする.

(1) p2(k)を求めよ.

(2) pn+1(k + 1) = Bpn(k) + Cpn(k + 1)と表すとき, B と C を a, k, nで表せ.

(3) M1 = a, Mn+1 = a+ n− 1
a+ n

Mn + 1を示せ.

(4) (3)の式を満たす数列 {Mn}の一般項を求めよ. さらに, lim
n→∞

Mn

n
を求めよ.

(赤の個数, 青の個数)とすると, 何色を取り出すかと,

その結果の玉の個数の推移は右図のようになる.

1回目のとき玉の総数は a+ 1個なので,

p1(k) =

{
1 (k = aのとき)

0 (k = 0, 1, · · · , a− 1, a+ 1のとき)
· · · 1⃝

n = 0

(a, 0)

n = 1

(a, 1)
赤

n = 2

(a, 2)
赤

(a+ 1, 1)青

n = 3

(a, 3)
赤

(a+ 1, 2)青
赤

(a+ 2, 1)青

(1) 2回目のとき玉の総数は a+ 2個なので,

p2(k) =


a

a+ 1
(k = aのとき)

1
a+ 1

(k = a+ 1のとき)

0 (k = 0, 1, · · · , a− 1, a+ 2のとき)

(2) n回目のとき玉の総数は a+n個なので,

{
赤が k (k = 0, 1, · · · , a+ n) 個のとき青は a+ n− k 個

赤が k + 1 (k = −1, 0, · · · , a+ n− 1)個のとき青は a+ n− k − 1個

よって, k = 0, 1, · · · , a+ n− 1に対し,

n+ 1回目に赤が k + 1個となる推移は右図のようになるので,

n
(k, a+ n− k)

(k + 1, a+ n− k − 1)

n+ 1

赤
(k + 1, a+ n− k)青

pn+1(k + 1) = a+ n− k
a+ n

pn(k) +
k + 1
a+ n

pn(k + 1) · · · 2⃝

以上より (B, C) =
(
a+ n− k
a+ n

, k + 1
a+ n

)

(3) M1 =
a+1∑
k=0

kp1(k) = 0 p1(0)︸ ︷︷ ︸
0

+1 p1(1)︸ ︷︷ ︸
0

+ · · ·+ (a− 1) p1(a− 1)︸ ︷︷ ︸
0

+a p1(a)︸ ︷︷ ︸
1

+(a+ 1) p1(a+ 1)︸ ︷︷ ︸
0

= a ( 1⃝より)

2⃝ (k = 0, 1, · · · , a+ n− 1)

⇐⇒ (k + 1)pn+1(k + 1) = k + 1
a+ n

{(a+ n− k)pn(k) + (k + 1)pn(k + 1)} (k = 0, 1, · · · , a+ n− 1)

=⇒
a+n−1∑
k=0

(k + 1)pn+1(k + 1) = 1
a+ n

{
a+n−1∑
k=0

(k + 1)(a+ n− k)pn(k) +
a+n−1∑
k=0

(k + 1)2pn(k + 1)

}
⇐⇒

a+n∑
i=1

ipn+1(i) =
1

a+ n

{
a+n−1∑
k=0

(k + 1)(a+ n− k)pn(k) +
a+n∑
i=1

i2pn(i)

}
⇐⇒

a+n+1∑
k=0

kpn+1(k)− 0pn+1(0)− (a+ n+ 1) pn+1(a+ n+ 1)︸ ︷︷ ︸
0

= 1
a+ n

{
a+n∑
k=0

(k + 1)(a+ n− k)pn(k)− (a+ n+ 1)0pn(a+ n) +
a+n∑
k=0

k2pn(k)− 02pn(0)

}
⇐⇒

a+n+1∑
k=0

kpn+1(k) =
1

a+ n

{
(a+ n− 1)

a+n∑
k=0

kpn(k) + (a+ n)
a+n∑
k=0

pn(k)

}
⇐⇒ Mn+1 = a+ n− 1

a+ n
Mn + 1 (n >= 1) · · · 3⃝
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(4) 3⃝ ⇐⇒ (a+ n)Mn+1 − (a+ n− 1)Mn = a+ n (n >= 1)なので, n >= 2において
n−1∑
j=1

{(a+ j)Mj+1 − (a+ j − 1)Mj} =
n−1∑
j=1

(a+ j) ⇐⇒ (a+ n− 1)Mn − aM1 =
{(a+ 1) + (a+ n− 1)}(n− 1)

2

⇐⇒ (a+ n− 1)Mn = a2 +
(n+ 2a)(n− 1)

2

⇐⇒ Mn = a+
n(n− 1)

2(a+ n− 1)

これは n = 1のときも正しくMn を表しているので Mn = a+
n(n− 1)

2(a+ n− 1)
(n >= 1)

lim
n→∞

Mn

n
= lim

n→∞

 a
n

+
1− 1

n

2
(
1 + a− 1

n

)
 = 1

2

【考察】

Mn は n回後の赤玉の個数の期待値です.

このとき玉の総数は a+ nですから Mn

a+ n
は赤玉の比率の平均です.

lim
n→∞

Mn

a+ n
= lim

n→∞

 a
a+ n

+
1− 1

n

2
(
1 + a− 1

n

)(
1 + a

n

)
 = 1

2

よりこの試行を繰り返していくと赤玉と青玉の比率の平均は等しくなります.

十分大きな nでは a+ nで割ることと nで割ることはほとんど同じとみなせるので lim
n→∞

Mn

n
も同じく赤玉の比率

を表していると言えます.
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f(x) = 1
2
(ex + e−x)とし, 曲線 y = f(x)を C とする. また, s > 1とし, 0 <= x <= log sの範囲における C の長さを L(s)とする.

ただし, log sは sの自然対数であり, eは自然対数の底である.
(1) L(s)を sで表せ.

(2) Pを x座標が log sであるような C 上の点とし, この点での C の接線を l とする. Q(v , w)を v < log sかつ PQ = L(s)を
満たす l上の点とするとき, v と w を sで表せ.

(3) (2)において, sが 1より大きい実数を動くとき, 点 R(−v + log s , w)の軌跡を座標平面上に図示せよ.

(1) f ′(x) = 1
2
(ex − e−x)より√

1 + (f ′(x))2 =

√
1 + e2x + e−2x − 2

4
=

√
(ex + e−x)2

2
= ex + e−x

2
(ex + e−x > 0より)なので,

L(s) =

∫ log s

0

ex + e−x

2
dx = 1

2

[
ex − e−x

]log s

0
= 1

2
(s− s−1)− 1

2
(1− 1)

よって L(s) = 1
2

(
s− 1

s

)
(2)

−→
PQは −

(
1

f ′(log s)

)
向きで大きさが L(s)なので,

−→
OQ =

−→
OP− L(s)√

1 + (f ′(log s))2

(
1

f ′(log s)

)
=

(
log s

1
2

(
s+ 1

s

))−
1
2

(
s− 1

s

)
1
2

(
s+ 1

s

) ( 1
1
2

(
s− 1

s

))
よって

v = log s−
s− 1

s

s+ 1
s

w = 1
2

(
s+ 1

s

)
− 1

2
·

(
s− 1

s

)2

s+ 1
s

= 1

2
(
s+ 1

s

) {(
s+ 1

s

)2

−
(
s− 1

s

)2
}

= 2

s+ 1
s

(3) R(x , y)とおく.

sが s > 1を満たして動くときに Rが描く図形をW とおくと,

R(x, y) ∈ W ⇐⇒ ∃s (> 1), (x, y) = (−v + log s, w)

⇐⇒ ∃s (> 1)

x =
s− 1

s

s+ 1
s

∧ y = 2

s+ 1
s


⇐⇒ ∃s (> 1)

[
s+ 1

s
= 2

y
∧ s− 1

s
= 2x

y

]
⇐⇒ ∃s (> 1)

[
s = 1 + x

y
∧ 1

s
= 1− x

y

]
⇐⇒ 1 + x

y
· 1− x

y
= 1 ∧ 1 + x

y
> 1

⇐⇒ x2 + y2 = 1 ∧ x− y + 1
y

> 0

よってW : x2 + y2 = 1 ∧ x− y + 1
y

> 0なので, 図示は右図実線部.

1

1
x

y

O
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