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複素数平面上の 2点 P(z), Q(w)が次の 2つの条件をみたすとする. ただし, O(0)は原点である.

・線分 OPの長さと線分 OQの長さの積が 1に等しい.

・Oを端とする半直線 OP上に Qがある.

(1) zを wを用いて表せ.

(2) 点 A(1 − i)を中心とする半径
√
2 の円から Oを除いた曲線の上を Pが動くとき, Qの軌跡を図示せよ. ただし, i

は虚数単位である.

(3) r > 0とし, β を絶対値 β が rに等しくない複素数とする. Pが点 B(β)を中心とする半径 rの円上を一周すると

き, Qの軌跡を求めよ.
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複素数平面上の 2点 P(z), Q(w)が次の 2つの条件をみたすとする. ただし, O(0)は原点である.

・線分 OPの長さと線分 OQの長さの積が 1に等しい. · · · 1⃝
・Oを端とする半直線 OP上に Qがある. · · · 2⃝

(1) z を w を用いて表せ.

(2) 点 A(1− i)を中心とする半径
√
2 の円から Oを除いた曲線の上を Pが動くとき, Qの軌跡を図示せよ. ただし, iは虚数単

位である.

(3) r > 0とし, β を絶対値 β が rに等しくない複素数とする. Pが点 B(β)を中心とする半径 rの円上を一周するとき, Qの軌
跡を求めよ.

(1)

{
1⃝
2⃝

⇐⇒

{
z w = 1

arg(z) = arg(w)
⇐⇒

{
z w = 1

arg(z) = − arg(w )
⇐⇒

{
z w = 1

arg(z w ) = 0
⇐⇒ z w = 1 ⇐⇒ z = 1

w

【別解】極形式の利用

1⃝より w ̸= 0なので, w = r(cos θ + i sin θ) (r > 0, θ ∈ R)とおける.

すると 1⃝, 2⃝より z = 1
r
(cos θ + i sin θ) =

r(cos θ + i sin θ)

r2
= w

ww
= 1

w
なので, z = 1

w

(2) 点 A(1− i)を中心とする半径
√
2 の円から Oを除いた曲線を C1 とし, Qの軌跡をW1 とすると,

Q ∈ W1 ⇐⇒ P ∈ C1

⇐⇒ z − 1 + i =
√
2 ∧ z ̸= 0

⇐⇒ (z − 1 + i)( z − 1− i) = 2 ∧ z ̸= 0

⇐⇒ z z − (1− i) z − (1 + i)z = 0 ∧ z ̸= 0

⇐⇒ 1− (1− i) 1
z

− (1 + i) 1

z
= 0

⇐⇒ (1 + i)w + (1− i)w − 1 = 0 ((1)より)

⇐⇒ (1 + i)w + (1 + i)w

2
= 1

2
⇐⇒ Re{(1 + i)w} = 1

2
よって (1 + i)wは (図 1)の直線を描く.

1 + i =
√
2
(
cos π

4
+ i sin π

4

)
より,

1
2

1
2

(図 1)

1√
2
倍して

−π
4 回転
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1
2

− 1
2
i

1
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√

2

(図 2)

W1

Re

Im

O

このとき wはこの直線を, Oを中心に 1√
2
倍して − π

4
回転したものを描くので, W1 は (図 2)の直線である.

【別解】座標平面の利用

Q(x+ yi) (x, y ∈ R)とおくと, (1)より z = 1

w
= w

w
2 =

x+ yi

x2 + y2
なので,

xy平面において,
−→
OQ =

(
x
y

)
とすると

−→
OP = 1

x2 + y2

(
x
y

)
であり,

C1 : (x− 1)2 + (y + 1)2 = 2 ∧ (x, y) ̸= (0, 0)となるので,

Q(x, y) ∈ W1 ⇐⇒ P
(

x
x2 + y2

,
y

x2 + y2

)
∈ C1

⇐⇒
(

x
x2 + y2

− 1
)2

+
(

y

x2 + y2
+ 1

)2

= 2 ∧
(

x
x2 + y2

,
y

x2 + y2

)
̸= (0, 0)

⇐⇒ {x− (x2 + y2)}2 + {y − (x2 + y2)}2 = 2(x2 + y2)2 ∧ (x, y) ̸= (0, 0)

⇐⇒ x2 + y2 − 2(x2 + y2)(x+ y) = 0 ∧ (x, y) ̸= (0, 0)

⇐⇒ (x2 + y2)(2x+ 2y − 1) = 0 ∧ (x, y) ̸= (0, 0)

⇐⇒ 2x+ 2y − 1 = 0

よってW1 : 2x+ 2y − 1 = 0であり, 図示は右図の直線.

1
2

− 1
2

W1

x

y

O
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(3) Pが点 B(β) ( β ̸= r)を中心とする半径 r(> 0)の円を C2 とし, Qの軌跡をW2 とすると,

Q ∈ W2 ⇐⇒ P ∈ C2

⇐⇒ z − β = r

⇐⇒ (z − β)( z − β ) = r2

⇐⇒ z z − β z − β z + β β − r2 = 0

⇐⇒ 1− β 1
z

− β 1

z
+ ( β

2 − r2) 1

z z
= 0

⇐⇒ aww − β w − β w + 1 = 0 ((1)より. また, a = β
2 − r2 (∈ R)とおいた. )

⇐⇒ ww − β

a
w − β

a
w + 1

a
= 0 ( β ̸= rより a ̸= 0なので)

⇐⇒
(
w − β

a

)(
w +

β

a

)
− β β

a2
+ 1

a
= 0

⇐⇒ w − β
a

2

= r2

a2
(β β − a = r2より)

⇐⇒ w − β
a

= r
a

(r > 0より)

よってW2 は 点
β

β
2 − r2

を中心とする半径 r

β
2 − r2

の円 である.

【研究】

この点 Pから点 Qへの変換を

「Oを中心とする半径 1の反転」といいます.

この変換によって

(2)Oを除く円 C1 が直線W1 に,

(3)円 C2 が円W2 に,

それぞれ変換されることが分かりました.

P

Q

P

Q

1

i

−1

−i

W1

C1

Re

Im

O

反転

平面上において, 2点 O, Pに対し, 点 Qを
−→
OPと

−→
OQが同じ向きで OP ·OQ = r2 (r > 0)を満たす点とするとき,

Pから Qへの変換を「Oを中心とし, rを半径とする反転」という.

点の反転の性質
Oを中心とする半径 r (> 0)の円を C とし, Oを中心とする半径 rの反転を f とする.

Pを f で変換した点を Qとするとき,

(i) Qを f で変換した点もまた Pである.

(ii) Oの f による変換は一般には定義しない.

(iii) Pが C 外の点のとき, Qは C 内の点 (O以外)となる.

Pが C 上の点のとき, Qは Pと一致する.

Pが C 内の点 (O以外)のとき, Qは C 外の点となる.

O

P

Q
f

f

C

以上の性質は定義から納得できるでしょう. 次の性質が非常に重要です.
円と直線の反転の性質

Oを中心とする半径 r (> 0)の反転を f とする.

f により, 直線は直線か円に変換され, 円も直線か円に変換される.

詳しくは以下の通り.

(i) Oを通る直線は自分自身に変換される.

(ii) Oを通らない直線は Oを通る円に変換される.

(iii) Oを通る円は Oを通らない直線に変換される.

(iv) Oを通らない円は Oを通らない円に変換される.

本問は (2)が (iii)の場合, (3)が (iv)の場合でした.
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