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2× 2行列 Aと B が AB = BAをみたすとき, Aと B は交換可能であるという.

(1) Aと B が交換可能ならば, AB と B は交換可能であることを示せ.

(2) 行列X, C, E を

X =

(
a b
c d

)
, C =

(
1 2
3 0

)
, E =

(
1 0
0 1

)
と定める. ただし, a, b, c, dは実数とする. X と C が交換可能のとき, X は実数 α, β を用いて αC + βE と表さ

れることを示せ.

(3) 上の行列 C に対して, 次の 3条件を同時にみたす 2× 2行列 Y をすべて求めよ.

(a) Y と C は交換可能.

(b) CY = tY をみたす実数 tがある.

(c) Y の (2 , 2)成分は 1である.
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2× 2行列 Aと B が AB = BAをみたすとき, Aと B は交換可能であるという.

(1) Aと B が交換可能ならば, AB と B は交換可能であることを示せ.

(2) 行列 X, C, E を X =
(
a b
c d

)
, C =

(
1 2
3 0

)
, E =

(
1 0
0 1

)
と定める. ただし, a, b, c, dは実数とする. X と C が交換可能のと

き, X は実数 α, β を用いて αC + βE と表されることを示せ.

(3) 上の行列 C に対して, 次の 3条件を同時にみたす 2× 2行列 Y をすべて求めよ.

(a) Y と C は交換可能. (b) CY = tY をみたす実数 tがある. (c) Y の (2 , 2)成分は 1である.

(1) Aと B は可換なので (AB)B = (BA)B = B(AB)より AB と B は可換であることが示された.

(2) XC = CX ⇐⇒
(
a b
c d

)(
1 2
3 0

)
=

(
1 2
3 0

)(
a b
c d

)
⇐⇒

(
a+ 3b 2a
c+ 3d 2c

)
=

(
a+ 2c b+ 2d
3a 3b

)

⇐⇒


3b = 2c

2a = b+ 2d

c+ 3d = 3a

⇐⇒

{
b = 2(a− d)

c = 3(a− d)

よってX =

(
a 2(a− d)

3(a− d) d

)
=

(
a− d 2(a− d)

3(a− d) 0

)
+

(
d 0
0 d

)
= (a− d)C + dE.

a− d, d ∈ Rより, 「XC = CX =⇒ ∃α, β (∈ R), X = αC + βE」が示された.

(3) (a)より Y = αC + βE (α, β ∈ R)と表せ, C の (2 , 2)成分が 0なので, (c)より β = 1. よって Y = αC +E · · · 1⃝
よって (b)より, CY = tY ⇐⇒ C(αC + E) = t(αC + E) ( 1⃝より)

⇐⇒ α(C + 6E) + C = tαC + tE (ケーリー・ハミルトンの定理より)

⇐⇒ (1 + α− tα)C = (t− 6α)E

⇐⇒ 1 + α− tα = 0 ∧ t− 6α = 0 (C は E の実数倍ではないので)

⇐⇒ 6α2 − α− 1 = 0 ∧ t = 6α ⇐⇒ (α, t) =
(
1
2
, 3

)
,
(
− 1

3
, −2

)
以上より Y = 1

2
C + E, − 1

3
C + E ⇐⇒ Y = 1

2

(
3 2
3 2

)
, 1

3

(
2 −2
−3 3

)
【別解】

C の固有方程式を解くと, λ2 − λ− 6 = 0 ⇐⇒ (λ− 3)(λ+ 2) = 0 ⇐⇒ λ = 3, −2
(
1 2
3 0

)(
x
y

)
= 3

(
x
y

)
⇐⇒

(
x
y

)
//

(
1
1

)
(
1 2
3 0

)(
x
y

)
= −2

(
x
y

)
⇐⇒

(
x
y

)
//

(
2
−3

) なので,


−→
u =

(
1
1

)
−→
v =

(
2
−3

) とおくと

{
C
−→
u = 3

−→
u

C
−→
v = −2

−→
v

· · · 1⃝

(b)より (C − tE)Y = 0であり, (C − tE)−1 が存在すると Y = 0となり (c)に反するので,

(C − tE)−1 は存在しない⇐⇒ det(C − tE) = 0 ⇐⇒ t = 3, −2 (C の固有方程式と同じ方程式)

また, CY = tY ⇐⇒

{
CY

−→
u = tY

−→
u

CY
−→
v = tY

−→
v

(
−→
u ,

−→
vは 1次独立なので)

⇐⇒

{
Y C

−→
u = tY

−→
u

Y C
−→
v = tY

−→
v

((a)より)

⇐⇒

{
3Y

−→
u = tY

−→
u · · · 2⃝

−2Y
−→
v = tY

−→
v · · · 3⃝

( 1⃝より)

(i) t = 3のとき 2⃝∧ 3⃝ ⇐⇒ Y
−→
v =

−→
0 ⇐⇒ Y =

(
3p 2p
3
2 1

)
(p ∈ R)と表せる. ((c)より)

(a)と (2)より
(
3p 2p
3
2 1

)
= α

(
1 2
3 0

)
+ β

(
1 0
0 1

)
と表せるので α = 1

2
, β = 1, p = 1

2

(ii) t = −2のとき 2⃝∧ 3⃝ ⇐⇒ Y
−→
u =

−→
0 ⇐⇒ Y =

(
q −q
−1 1

)
(q ∈ R)と表せる. ((c)より)

(a)と (2)より
(

q −q
−1 1

)
= α

(
1 2
3 0

)
+ β

(
1 0
0 1

)
と表せるので α = − 1

3
, β = 1, q = 2

3

(i),(ii)より Y =

(
3
2 1
3
2 1

)
,

(
2
3 −2

3
−1 1

)
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