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a, b, cを正の実数とする.

(1) t > 0に対して, 不等式 btb+c + c >= (b+ c)tb が成り立つことを示せ.

(2) x > 0, y > 0に対して, 不等式 axa+b+c + bya+b+c + c >= (a+ b+ c)xayb が成り立つことを示せ.
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’13後期 理系 1

a, b, cを正の実数とする.

(1) t > 0に対して, 不等式 btb+c + c >= (b+ c)tb が成り立つことを示せ.

(2) x > 0, y > 0に対して, 不等式 axa+b+c + bya+b+c + c >= (a+ b+ c)xayb が成り立つことを示せ.

(1) f(t) = btb+c + c− (b+ c)tb とおくと,

f ′(t) = b(b+ c)tb+c−1 − b(b+ c)tb−1 = b(b+ c)tb−1(tc − 1).

b, c > 0より t > 0における右の増減表を得る.

t 0 · · · 1 · · ·
f ′(t) − 0 +

f(t) (c) ↘ 0 ↗
よって t > 0に対し, f(t) >= 0 ⇐⇒ btb+c + c >= (b+ c)tb が示された.

One Point� �
増減表では斜線で表したが, 安易に f ′(0) = 0としないように気をつけましょう.

b = 1のときは f ′(0) ̸= 0であり, 0 < b < 1のときは f ′(0)は定義されません.� �
(2) axa+b+c + bya+b+c + c− (a+ b+ c)xayb の yを y = k (> 0)で固定したものを xの関数 g(x)とおくと,

g(x) = axa+b+c + bka+b+c + c− (a+ b+ c)kbxa.

g′(x) = a(a+ b+ c)xa+b+c−1 − a(a+ b+ c)kbxa−1

= a(a+ b+ c)xa−1(xb+c − kb)

a, b, c > 0より x > 0における右の増減表を得る.

x 0 · · · k
b

b+c · · ·
g′(x) − 0 +

g(x) (c) ↘ ↗

g(k
b

b+c ) = ak
b(a+b+c)

b+c + bka+b+c + c− (a+ b+ c)kbk
ab
b+c

= ak
b(a+b+c)

b+c + bka+b+c + c− (a+ b+ c)k
b(a+b+c)

b+c

= bka+b+c + c− (b+ c)k
b(a+b+c)

b+c

= b(k
a+b+c
b+c )b+c + c− (b+ c)(k

a+b+c
b+c )b

= btb+c + c− (b+ c)tb (k
a+b+c
b+c = tとおいた)

= f(t)

kを k > 0の範囲で動かすと tは t > 0の範囲を動くので, (1)より k > 0に対し, g(k
b

b+c ) >= 0.

よって x, y > 0に対し, axa+b+c + bya+b+c + c >= (a+ b+ c)xayb が示された.

【別解】

(1)より b, c, t > 0に対し, btb+c + c >= (b+ c)tb
1⃝なので, a, b, t > 0に対し, ata+b + b >= (a+ b)ta

1⃝′

X, Y > 0のとき X
Y

> 0なので, 1⃝′ において tに X
Y
を代入することができ,

a, b, X, Y > 0に対し,

a
(
X
Y

)a+b

+ b >= (a+ b)
(
X
Y

)a

⇐⇒ aXa+b + bY a+b >= (a+ b)XaY b

⇐⇒ a(X
a+b

a+b+c )a+b+c + b(Y
a+b

a+b+c )a+b+c >= (a+ b)XaY b

⇐⇒ axa+b+c + bya+b+c + c >= (a+ b)(x
a+b+c
a+b )a(y

a+b+c
a+b )b + c (X

a+b
a+b+c = x, Y

a+b
a+b+c = yとおいた)

⇐⇒ axa+b+c + bya+b+c + c >= (a+ b)(x
a

a+b y
b

a+b )a+b+c + c
2⃝

ここで, a, b > 0のとき a+ b > 0なので, 1⃝において bに a+ bを代入することができ,

a, b, c, t > 0に対し, (a+ b)ta+b+c + c >= (a+ b+ c)ta+b.

また, X, Y > 0より x, y > 0であり, x
a

a+b y
b

a+b > 0なので,

2⃝ >= (a+ b+ c)(x
a

a+b y
b

a+b )a+b = (a+ b+ c)xayb

以上より a, b, c, x, y > 0に対し, axa+b+c + bya+b+c + c >= (a+ b+ c)xayb が示された.
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