
数理科学専門塾 phi -ϕ 北海道大学数学入試問題集

’13後期 理系 1 提出 年 月 日 名前

a, b, cを正の実数とする.

(1) t > 0に対して, 不等式 btb+c + c >= (b+ c)tb が成り立つことを示せ.

(2) x > 0, y > 0に対して, 不等式 axa+b+c + bya+b+c + c >= (a+ b+ c)xayb が成り立つことを示せ.
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数理科学専門塾 phi -ϕ 北海道大学数学入試問題集

’13後期 理系 2 提出 年 月 日 名前

2× 2行列 Aと B が AB = BAをみたすとき, Aと B は交換可能であるという.

(1) Aと B が交換可能ならば, AB と B は交換可能であることを示せ.

(2) 行列X, C, E を

X =

(
a b
c d

)
, C =

(
1 2
3 0

)
, E =

(
1 0
0 1

)
と定める. ただし, a, b, c, dは実数とする. X と C が交換可能のとき, X は実数 α, β を用いて αC + βE と表さ

れることを示せ.

(3) 上の行列 C に対して, 次の 3条件を同時にみたす 2× 2行列 Y をすべて求めよ.

(a) Y と C は交換可能.

(b) CY = tY をみたす実数 tがある.

(c) Y の (2 , 2)成分は 1である.
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数理科学専門塾 phi -ϕ 北海道大学数学入試問題集

’13後期 理系 3 提出 年 月 日 名前

相異なる 3点 A, B, Cの上を動く点 Pがある. 点 Pの 1秒後の位置が以下のルールに従って定まるものとする.

(i) Aにいるときは, 確率 1
3
で Aにとどまるか, 確率 1

3
で Bに移るか, 確率 1

3
で Cに移る.

(ii) Bにいるときは, 必ず Cに移る.

(iii) Cにいるときは, 確率 1
2
で Aに移るか, 確率 1

2
で Bに移る.

いま, 点 Pが Aからスタートしてこのルールに従って n秒後に A, B, Cにいる確率をそれぞれ an, bn, cn とする.

(1) a1, b1, c1, a2, b2, c2 を求めよ.

(2) n >= 2のとき, an を an−1, bn−1, cn−1 を用いて表せ.

(3) an, bn, cn を求めよ.
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数理科学専門塾 phi -ϕ 北海道大学数学入試問題集

’13後期 理系 4 提出 年 月 日 名前

方程式 3x2 + y2 = 3で定まる楕円 E と, 方程式 xy = 3
4
で定まる双曲線H を考える.

(1) 楕円 E と双曲線H の交点をすべて求めよ.

(2) 連立不等式{
3x2 + y2 <= 3

xy >=
3
4

の表す領域の面積を求めよ.
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数理科学専門塾 phi -ϕ 北海道大学数学入試問題集 解答

’13後期 理系 1

a, b, cを正の実数とする.

(1) t > 0に対して, 不等式 btb+c + c >= (b+ c)tb が成り立つことを示せ.

(2) x > 0, y > 0に対して, 不等式 axa+b+c + bya+b+c + c >= (a+ b+ c)xayb が成り立つことを示せ.

(1) f(t) = btb+c + c− (b+ c)tb とおくと,

f ′(t) = b(b+ c)tb+c−1 − b(b+ c)tb−1 = b(b+ c)tb−1(tc − 1).

b, c > 0より t > 0における右の増減表を得る.

t 0 · · · 1 · · ·
f ′(t) − 0 +

f(t) (c) ↘ 0 ↗
よって t > 0に対し, f(t) >= 0 ⇐⇒ btb+c + c >= (b+ c)tb が示された.

One Point� �
増減表では斜線で表したが, 安易に f ′(0) = 0としないように気をつけましょう.

b = 1のときは f ′(0) ̸= 0であり, 0 < b < 1のときは f ′(0)は定義されません.� �
(2) axa+b+c + bya+b+c + c− (a+ b+ c)xayb の yを y = k (> 0)で固定したものを xの関数 g(x)とおくと,

g(x) = axa+b+c + bka+b+c + c− (a+ b+ c)kbxa.

g′(x) = a(a+ b+ c)xa+b+c−1 − a(a+ b+ c)kbxa−1

= a(a+ b+ c)xa−1(xb+c − kb)

a, b, c > 0より x > 0における右の増減表を得る.

x 0 · · · k
b

b+c · · ·
g′(x) − 0 +

g(x) (c) ↘ ↗

g(k
b

b+c ) = ak
b(a+b+c)

b+c + bka+b+c + c− (a+ b+ c)kbk
ab
b+c

= ak
b(a+b+c)

b+c + bka+b+c + c− (a+ b+ c)k
b(a+b+c)

b+c

= bka+b+c + c− (b+ c)k
b(a+b+c)

b+c

= b(k
a+b+c
b+c )b+c + c− (b+ c)(k

a+b+c
b+c )b

= btb+c + c− (b+ c)tb (k
a+b+c
b+c = tとおいた)

= f(t)

kを k > 0の範囲で動かすと tは t > 0の範囲を動くので, (1)より k > 0に対し, g(k
b

b+c ) >= 0.

よって x, y > 0に対し, axa+b+c + bya+b+c + c >= (a+ b+ c)xayb が示された.

【別解】

(1)より b, c, t > 0に対し, btb+c + c >= (b+ c)tb
1⃝なので, a, b, t > 0に対し, ata+b + b >= (a+ b)ta

1⃝′

X, Y > 0のとき X
Y

> 0なので, 1⃝′ において tに X
Y
を代入することができ,

a, b, X, Y > 0に対し,

a
(
X
Y

)a+b

+ b >= (a+ b)
(
X
Y

)a

⇐⇒ aXa+b + bY a+b >= (a+ b)XaY b

⇐⇒ a(X
a+b

a+b+c )a+b+c + b(Y
a+b

a+b+c )a+b+c >= (a+ b)XaY b

⇐⇒ axa+b+c + bya+b+c + c >= (a+ b)(x
a+b+c
a+b )a(y

a+b+c
a+b )b + c (X

a+b
a+b+c = x, Y

a+b
a+b+c = yとおいた)

⇐⇒ axa+b+c + bya+b+c + c >= (a+ b)(x
a

a+b y
b

a+b )a+b+c + c
2⃝

ここで, a, b > 0のとき a+ b > 0なので, 1⃝において bに a+ bを代入することができ,

a, b, c, t > 0に対し, (a+ b)ta+b+c + c >= (a+ b+ c)ta+b.

また, X, Y > 0より x, y > 0であり, x
a

a+b y
b

a+b > 0なので,

2⃝ >= (a+ b+ c)(x
a

a+b y
b

a+b )a+b = (a+ b+ c)xayb

以上より a, b, c, x, y > 0に対し, axa+b+c + bya+b+c + c >= (a+ b+ c)xayb が示された.
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数理科学専門塾 phi -ϕ 北海道大学数学入試問題集 解答

’13後期 理系 2

2× 2行列 Aと B が AB = BAをみたすとき, Aと B は交換可能であるという.

(1) Aと B が交換可能ならば, AB と B は交換可能であることを示せ.

(2) 行列 X, C, E を X =
(
a b
c d

)
, C =

(
1 2
3 0

)
, E =

(
1 0
0 1

)
と定める. ただし, a, b, c, dは実数とする. X と C が交換可能のと

き, X は実数 α, β を用いて αC + βE と表されることを示せ.

(3) 上の行列 C に対して, 次の 3条件を同時にみたす 2× 2行列 Y をすべて求めよ.

(a) Y と C は交換可能. (b) CY = tY をみたす実数 tがある. (c) Y の (2 , 2)成分は 1である.

(1) Aと B は可換なので (AB)B = (BA)B = B(AB)より AB と B は可換であることが示された.

(2) XC = CX ⇐⇒
(
a b
c d

)(
1 2
3 0

)
=

(
1 2
3 0

)(
a b
c d

)
⇐⇒

(
a+ 3b 2a
c+ 3d 2c

)
=

(
a+ 2c b+ 2d
3a 3b

)

⇐⇒


3b = 2c

2a = b+ 2d

c+ 3d = 3a

⇐⇒

{
b = 2(a− d)

c = 3(a− d)

よってX =

(
a 2(a− d)

3(a− d) d

)
=

(
a− d 2(a− d)

3(a− d) 0

)
+

(
d 0
0 d

)
= (a− d)C + dE.

a− d, d ∈ Rより, 「XC = CX =⇒ ∃α, β (∈ R), X = αC + βE」が示された.

(3) (a)より Y = αC + βE (α, β ∈ R)と表せ, C の (2 , 2)成分が 0なので, (c)より β = 1. よって Y = αC +E · · · 1⃝
よって (b)より, CY = tY ⇐⇒ C(αC + E) = t(αC + E) ( 1⃝より)

⇐⇒ α(C + 6E) + C = tαC + tE (ケーリー・ハミルトンの定理より)

⇐⇒ (1 + α− tα)C = (t− 6α)E

⇐⇒ 1 + α− tα = 0 ∧ t− 6α = 0 (C は E の実数倍ではないので)

⇐⇒ 6α2 − α− 1 = 0 ∧ t = 6α ⇐⇒ (α, t) =
(
1
2
, 3

)
,
(
− 1

3
, −2

)
以上より Y = 1

2
C + E, − 1

3
C + E ⇐⇒ Y = 1

2

(
3 2
3 2

)
, 1

3

(
2 −2
−3 3

)
【別解】

C の固有方程式を解くと, λ2 − λ− 6 = 0 ⇐⇒ (λ− 3)(λ+ 2) = 0 ⇐⇒ λ = 3, −2
(
1 2
3 0

)(
x
y

)
= 3

(
x
y

)
⇐⇒

(
x
y

)
//

(
1
1

)
(
1 2
3 0

)(
x
y

)
= −2

(
x
y

)
⇐⇒

(
x
y

)
//

(
2
−3

) なので,


−→
u =

(
1
1

)
−→
v =

(
2
−3

) とおくと

{
C
−→
u = 3

−→
u

C
−→
v = −2

−→
v

· · · 1⃝

(b)より (C − tE)Y = 0であり, (C − tE)−1 が存在すると Y = 0となり (c)に反するので,

(C − tE)−1 は存在しない⇐⇒ det(C − tE) = 0 ⇐⇒ t = 3, −2 (C の固有方程式と同じ方程式)

また, CY = tY ⇐⇒

{
CY

−→
u = tY

−→
u

CY
−→
v = tY

−→
v

(
−→
u ,

−→
vは 1次独立なので)

⇐⇒

{
Y C

−→
u = tY

−→
u

Y C
−→
v = tY

−→
v

((a)より)

⇐⇒

{
3Y

−→
u = tY

−→
u · · · 2⃝

−2Y
−→
v = tY

−→
v · · · 3⃝

( 1⃝より)

(i) t = 3のとき 2⃝∧ 3⃝ ⇐⇒ Y
−→
v =

−→
0 ⇐⇒ Y =

(
3p 2p
3
2 1

)
(p ∈ R)と表せる. ((c)より)

(a)と (2)より
(
3p 2p
3
2 1

)
= α

(
1 2
3 0

)
+ β

(
1 0
0 1

)
と表せるので α = 1

2
, β = 1, p = 1

2

(ii) t = −2のとき 2⃝∧ 3⃝ ⇐⇒ Y
−→
u =

−→
0 ⇐⇒ Y =

(
q −q
−1 1

)
(q ∈ R)と表せる. ((c)より)

(a)と (2)より
(

q −q
−1 1

)
= α

(
1 2
3 0

)
+ β

(
1 0
0 1

)
と表せるので α = − 1

3
, β = 1, q = 2

3

(i),(ii)より Y =

(
3
2 1
3
2 1

)
,

(
2
3 −2

3
−1 1

)
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数理科学専門塾 phi -ϕ 北海道大学数学入試問題集 解答

’13後期 理系 3

相異なる 3点 A, B, Cの上を動く点 Pがある. 点 Pの 1秒後の位置が以下のルールに従って定まるものとする.

(i) Aにいるときは, 確率 1
3
で Aにとどまるか, 確率 1

3
で Bに移るか, 確率 1

3
で Cに移る.

(ii) Bにいるときは, 必ず Cに移る.

(iii) Cにいるときは, 確率 1
2
で Aに移るか, 確率 1

2
で Bに移る.

いま, 点 Pが Aからスタートしてこのルールに従って n秒後に A, B, Cにいる確率をそれぞれ an, bn, cn とする.

(1) a1, b1, c1, a2, b2, c2 を求めよ.

(2) n >= 2のとき, an を an−1, bn−1, cn−1 を用いて表せ.

(3) an, bn, cn を求めよ.

(1) 右図より a1 = 1
3

, b1 = 1
3

, c1 = 1
3

a2 = 1
3

· 1
3︸ ︷︷ ︸

A→A→A

+ 1
3

· 1
2︸ ︷︷ ︸

A→C→A

= 5
18

, b2 = 1
3

· 1
3︸ ︷︷ ︸

A→A→B

+ 1
3

· 1
2︸ ︷︷ ︸

A→C→B

= 5
18

,

c2 = 1
3

· 1
3︸ ︷︷ ︸

A→A→C

+ 1
3

· 1︸ ︷︷ ︸
A→B→C

= 4
9

A

B C1 1

2

1

2

1

3

1

3

1

3

(2) (1)の図より an = 1
3
an−1 +

1
2
cn−1 (n >= 2) · · · 1⃝

(3) (2)と同様に bn = 1
3
an−1 +

1
2
cn−1 (n >= 2)

2⃝
, cn = 1

3
an−1 + bn−1 (n >= 2)

3⃝
また, すべての nに対し, Pは A, B, Cのうちの 1点にあるので, an + bn + cn = 1 (n >= 1)

4⃝
1⃝− 2⃝より an − bn = 0 ⇐⇒ bn = an (n >= 2)であり, (1)より b1 = a1 なので, bn = an (n >= 1)

5⃝
よって 4⃝, 5⃝より 2an + cn = 1 ⇐⇒ cn = −2an + 1 (n >= 1)

6⃝
6⃝より cn−1 = −2an−1 + 1 (n >= 2)なので, これを 1⃝に代入することにより,

an = 1
3
an−1 +

1
2
(−2an−1 + 1) ⇐⇒ an = − 2

3
an−1 +

1
2

⇐⇒ an − 3
10

= − 2
3

(
an−1 − 3

10

)
(n >= 2)

よって数列
{
an − 3

10

}
は公比 − 2

3
の等比数列となるので,

an − 3
10

=
(
− 2

3

)n−1(
a1 − 3

10

)
=

(
− 2

3

)n−1( 1
3

− 3
10

)
= 1

30

(
− 2

3

)n−1

= − 1
20

(
− 2

3

)n

(n >= 1).

よって an = − 1
20

(
− 2

3

)n

+ 3
10

(n >= 1) であり,

5⃝より bn = − 1
20

(
− 2

3

)n

+ 3
10

(n >= 1) , 6⃝より cn = 1
10

(
− 2

3

)n

+ 2
5

(n >= 1)
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数理科学専門塾 phi -ϕ 北海道大学数学入試問題集 解答

’13後期 理系 4

方程式 3x2 + y2 = 3で定まる楕円 E と, 方程式 xy = 3
4
で定まる双曲線 H を考える.

(1) 楕円 E と双曲線 H の交点をすべて求めよ.

(2) 連立不等式{
3x2 + y2 <= 3

xy >=
3
4

の表す領域の面積を求めよ.

(1) 交点の座標は{
3x2 + y2 = 3 · · · 1⃝
xy = 3

4
· · · 2⃝ ⇐⇒

 3x2 +
(

3
4x

)2

= 3

y = 3
4x

(x = 0は 2⃝を満たさないので =⇒も成り立つ)

⇐⇒

{
16x4 − 16x2 + 3 = 0

y = 3
4x

⇐⇒

{
(4x2 − 1)(4x2 − 3) = 0

y = 3
4x

⇐⇒ (x, y) =
(
± 1

2
, ± 3

2

)
,
(
±

√
3
2

, ±
√
3
2

)
(複号同順)

(2)
{

3x2 + y2 <= 3

xy >=
3
4

の表す領域をDとすると, Dは原点対称になる.

Dの面積を S とすると,

y > 0において 1⃝ ⇐⇒ y =
√

3(1− x2) なので, 右図より

1

√
3

1

2

√
3

2

H

E

x

y

O

S = 2

∫ √
3
2

1
2

(√
3(1− x2) − 3

4x

)
dx

= 2
√
3

∫ √
3
2

1
2

√
1− x2 dx︸ ︷︷ ︸

T とおく

− 3
2

∫ √
3
2

1
2

dx
x

ここで, T は右図斜線部の面積に相当するので,

T = (扇形 OABの面積) +△OHA−△OIB = π
12

よって S = 2
√
3 · π

12
− 3

2

[
log x

]√
3
2

1
2

=

√
3 π
6

− 3 log 3
4

A

B

HI

x2 + y2 = 1
30◦

30◦

1

1

x

y

O
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