
数理科学専門塾 phi -ϕ 北海道大学数学入試問題集

’12後期 理系 1 提出 年 月 日 名前

nを 3以上の整数とする. 1から 3nまでの番号が書かれた 3n枚のカードをAさん, Bさん, Cさんの 3人に n枚ずつ配る.

(1) カードの配り方は何通りあるか.

(2) Aさんのカードの番号の最小値が n+1で, Bさんのカードの番号の最小値が 2n− 1である配り方は何通りあるか.
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数理科学専門塾 phi -ϕ 北海道大学数学入試問題集

’12後期 理系 2 提出 年 月 日 名前

xy平面上に 2点 A(1 , 0), B(−1 , 0)をとる. A, Bと異なる点 P(x , y)は, ∠APBが 45◦または 135◦となるように動くも

のとする.

(1) t = x2 − 1とおく. xと yの満たす条件を tと yの式で表せ.

(2) 点 Pの軌跡を図示せよ.

(3) 点 Q(4 , 4)を考える. 線分 PQの長さの最小値を求めよ.
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数理科学専門塾 phi -ϕ 北海道大学数学入試問題集

’12後期 理系 3 提出 年 月 日 名前

実数 a > 0について, I(a) =

∫ e

1

log ax dxとする. ただし, e = 2.7182 · · · は自然対数の底とする.

(1) I(a)を aを用いて表せ.

(2) I(a)の最小値, およびそのときの aの値を求めよ.
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数理科学専門塾 phi -ϕ 北海道大学数学入試問題集

’12後期 理系 4 提出 年 月 日 名前

次の問に答えよ.

(1) x <= 0のとき, 1 + x <= ex <= 1 + x+ x2

2
であることを示せ.

(2) nを自然数とする. 正の数 aが a10
n

= 1
2
を満たすとき, 不等式

e−0.70×10−n

< a < e−0.69×10−n

を示せ. 必要ならば, 2の自然対数 log 2が 0.69 < log 2 < 0.70を満たすことを用いてもよい.

(3) (2)で与えた aについて, 不等式

0. 9 · · · 9︸ ︷︷ ︸
n 個

3 < a < 0. 9 · · · 9︸ ︷︷ ︸
n 個

4

を示せ. ここで, 0. 9 · · · 9︸ ︷︷ ︸
n 個

3は, 小数点以下に 9が n個続き, その次に 3が現れる小数である.
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数理科学専門塾 phi -ϕ 北海道大学数学入試問題集 解答

’12後期 理系 1

nを 3以上の整数とする. 1から 3nまでの番号が書かれた 3n枚のカードを Aさん, Bさん, Cさんの 3人に n枚ずつ配る.

(1) カードの配り方は何通りあるか.

(2) Aさんのカードの番号の最小値が n+ 1で, Bさんのカードの番号の最小値が 2n− 1である配り方は何通りあるか.

(1) 3nCn︸ ︷︷ ︸
A への配り方

· 2nCn︸ ︷︷ ︸
B への配り方

=
(3n)!

n!(2n)!
· (2n)!

n!n!
=

(3n)!

(n!)3
通り

(2) (2n− 1)− (n+ 1) = n− 2 > 0 (n >= 3より)なので, カードの並びと枚数は以下のようになる.

1, 2, · · · , n︸ ︷︷ ︸
n 枚

, n+ 1, n+ 2, n+ 3, · · · , 2n− 2, 2n− 1, 2n, 2n+ 1, · · · , 3n︸ ︷︷ ︸
n+1 枚︸ ︷︷ ︸

2n−1 枚

求めるのは,

Bに 2n, 2n+ 1, · · · , 3nの n+ 1枚から n− 1枚配り,

Aに n+2, n+3, · · · , 3nの 2n− 1枚のうち Bに配った n枚を除いた n− 1枚から n− 1枚配る場合の数なので,

n+1Cn−1 · n−1Cn−1 = n+1C2 =
(n+ 1)n

2
通り
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数理科学専門塾 phi -ϕ 北海道大学数学入試問題集 解答

’12後期 理系 2

xy平面上に 2点 A(1 , 0), B(−1 , 0)をとる. A, Bと異なる点 P(x , y)は, ∠APBが 45◦ または 135◦ となるように動くものとする.

(1) t = x2 − 1とおく. xと y の満たす条件を tと y の式で表せ.

(2) 点 Pの軌跡を図示せよ.

(3) 点 Q(4 , 4)を考える. 線分 PQの長さの最小値を求めよ.

(1) Pは A, Bと異なるので (x, y) ̸= (±1, 0) · · · 1⃝
−→
AP =

(
x− 1
y

)
,
−→
BP =

(
x+ 1
y

)
なので, 1⃝のもとで,

∠APB = 45◦, 135◦ ⇐⇒
−→
AP ·

−→
BP =

−→
AP

−→
BP cos 45◦,

−→
AP

−→
BP cos 135◦ ⇐⇒

−→
AP ·

−→
BP = ± 1√

2

−→
AP

−→
BP

⇐⇒ 2(
−→
AP ·

−→
BP)2 =

−→
AP

2 −→
BP

2

⇐⇒ 2{(x2 − 1) + y2}2 = {(x− 1)2 + y2}{(x+ 1)2 + y2}
⇐⇒ 2(t+ y2)2 = (x2 + y2 + 1)2 − (2x)2

⇐⇒ 2(t+ y2)2 = (t+ y2 + 2)2 − 4(t+ 1) (t = x2 − 1より)

⇐⇒ 2(t+ y2)2 = (t+ y2)2 + 4(t+ y2) + 4− 4(t+ 1)

⇐⇒ (t+ y2)2 − 4y2 = 0 ⇐⇒ (t+ y2 + 2y)(t+ y2 − 2y) = 0 ⇐⇒ t+ y2 ± 2y = 0

また, 1⃝ ⇐⇒ (t, y) ̸= (0, 0)なので, 求める条件は (t, y) ̸= (0, 0) ∧ t+ y2 ± 2y = 0 · · · 2⃝
【別解】

α = 1, β = −1, z = x+ yiとすると, 複素数平面において A(α), B(β), P(z)となる.

Pは A, Bと異なるので (x, y) ̸= (±1, 0) · · · 1⃝

∠APB = 45◦, 135◦ ⇐⇒ arg
(
z − β
z − α

)
= ±45◦, ±135◦

3⃝
(z − α ̸= 0より)であり,

z − β
z − α

=
x+ 1 + yi
x− 1 + yi

=
(x+ 1 + yi)(x− 1− yi)

(x− 1 + yi)(x− 1− yi)
=

x2 − (1 + yi)2

(x− 1)2 + y2
=

(x2 + y2 − 1)− 2yi

(x− 1)2 + y2
なので,

3⃝ ⇐⇒
(
x2 + y2 − 1

−2y

)
//

(
cos 45◦

sin 45◦

)
,

(
cos 135◦

sin 135◦

)
⇐⇒

(
x2 + y2 − 1

−2y

)
//

(
±1
1

)
⇐⇒ x2 + y2 − 1± 2y = 0 ⇐⇒ t+ y2 ± 2y = 0

また, 1⃝ ⇐⇒ (t, y) ̸= (0, 0)なので, 求める条件は (t, y) ̸= (0, 0) ∧ t+ y2 ± 2y = 0

(2) 2⃝ ⇐⇒ 1⃝∧ x2 + y2 ± 2y − 1 = 0 ⇐⇒ 1⃝∧ x2 + (y ± 1)2 = 2

よって右図実線部.

【別解】角が一定のまま動く点の軌跡と言えば円周角定理の利用

C(0 , 1)とすると, ∠ACB = 90◦なので, Pが x軸の上側で∠APB = 45◦ = 1
2
∠ACB

を満たして動くときと, x軸の下側で ∠APB = 135◦ = 180◦ − 45◦を満たして動くと

きの Pの軌跡は, Cを中心とする半径AC =
√
2 の円周 C1上のうち, A, Bを除いた

ものになる.

同様に, D(0 , −1)とすると, Pが x軸の下側で∠APB = 45◦, x軸の上側で∠APB =

135◦ を満たして動くときの Pの軌跡は, Dを中心とする半径
√
2 の円周 C2 上のう

ち, A, Bを除いたものになる.

以上より, Pの軌跡は右図実線部.

AB

C

D

1−1

√
2−

√
2

1

−1

C1

C2

x

y

O

(3) (i) Pが円 C 1 上を動くとき,

任意の点 Pに対し, 三角不等式より PQ >= CQ− CP = 5−
√
2

等号が成り立つのは Pが線分 QC上にあるときであり,

その Pは A, B以外なので PQ = 5−
√
2 を満たす Pは存在する.

よって PQの最小値は 5−
√
2

(ii) Pが円 C2 上を動くとき,

任意の点 Pに対し, 三角不等式より PQ >= DQ−DP =
√
41 −

√
2 であり,

これは 5−
√
2 より大きい.

(i), (ii)より PQの最小値は 5−
√
2

AB
C

D

Q

P

C1

C2

√
2

5

x

y

O
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数理科学専門塾 phi -ϕ 北海道大学数学入試問題集 解答

’12後期 理系 3

実数 a > 0について, I(a) =

∫ e

1

log ax dxとする. ただし, e = 2.7182 · · · は自然対数の底とする.

(1) I(a)を aを用いて表せ.

(2) I(a)の最小値, およびそのときの aの値を求めよ.

(1) y = log axのグラフは y = log xのグラフを x軸方向に
1
a

(> 0)倍に偏倍したものなので右図のようになる.

1
a

y = log ax

x

y

O
(i) 1

a
<= 1 ⇐⇒ 1 <= a (a > 0より)のとき

I(a) =

∫ e

1

(log x+ log a)dx =
[
x log x− x+ (log a)x

]e
1

= (e− 0)− (e− 1) + (log a)(e− 1) = (e− 1) log a+ 1

(ii) 1 <=
1
a

<= e ⇐⇒ 1
e

<= a <= 1のとき

I(a) =

∫ 1
a

1

(− log x− log a)dx+

∫ e

1
a

(log x+ log a)dx

=
[
− x log x+ x− (log a)x

] 1
a

1
+
[
x log x− x+ (log a)x

]e
1
a

= −
(
1
a
log 1

a
− 0

)
+

(
1
a

− 1
)
− (log a)

(
1
a

− 1
)
+
(
e− 1

a
log 1

a

)
−
(
e− 1

a

)
+ (log a)

(
e− 1

a

)
= (e+ 1) log a+ 2

a
− 1

(iii) e <=
1
a

⇐⇒ 0 < a <=
1
e

(a > 0より)のとき

I(a) =

∫ e

1

(− log x− log a)dx = −(e− 1) log a− 1

以上より I(a) =


(e− 1) log a+ 1 (1 <= aのとき)

(e+ 1) log a+ 2
a

− 1
(
1
e

<= a <= 1のとき
)

−(e− 1) log a− 1
(
0 < a <=

1
e
のとき

)
(2) e− 1 > 0より I(a)は 1 <= aのとき単調増加, 0 < a <=

1
e
のとき単調減少.

1
e

<= a <= 1のとき, I ′(a) = e+ 1
a

− 2
a2

=
(e+ 1)a− 2

a2
であり,

1
e

= 2
e+ e

< 2
e+ 1

< 2
1 + 1

= 1より右の増減表を得る.

I
(

2
e+ 1

)
= (e+ 1) log 2

e+ 1
+ (e+ 1)− 1

= e− (e+ 1) log e+ 1
2

a 0 · · · 1
e

· · · 2
e+ 1

· · · 1 · · ·

I ′(a) − 0 +

I(a) ↘ ↘ ↗ ↗

よって 最小値 e− (e+ 1) log e+ 1
2

(
a = 2

e+ 1
のとき

)
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数理科学専門塾 phi -ϕ 北海道大学数学入試問題集 解答

’12後期 理系 4

次の問に答えよ.

(1) x <= 0のとき, 1 + x <= ex <= 1 + x+ x2

2
であることを示せ.

(2) nを自然数とする. 正の数 aが a10n = 1
2
を満たすとき, 不等式

e−0.70×10−n

< a < e−0.69×10−n

を示せ. 必要ならば, 2の自然対数 log 2が 0.69 < log 2 < 0.70を満たすことを用いてもよい.

(3) (2)で与えた aについて, 不等式
0. 9 · · · 9︸ ︷︷ ︸

n 個

3 < a < 0. 9 · · · 9︸ ︷︷ ︸
n 個

4

を示せ. ここで, 0. 9 · · · 9︸ ︷︷ ︸
n 個

3は, 小数点以下に 9が n個続き, その次に 3が現れる小数である.

(1) f(x) = ex − (x+ 1)とおくと,{
x <= 0のとき f ′(x) = ex − 1 <= 0

f(0) = 0
より, x <= 0のとき f(x) >= 0 ⇐⇒ x+ 1 <= e

1⃝

g(x) =
(
1 + x+ x2

2

)
− ex とおくと,{

x <= 0のとき g′(x) = 1 + x− ex = −f(x) <= 0 ( 1⃝より)

g(0) = 0
より, x <= 0のとき g(x) >= 0 ⇐⇒ ex <= 1 + x+ x2

2 2⃝

1⃝, 2⃝より x <= 0のとき, 1 + x <= ex <= 1 + x+ x2

2
が示された.

(2) 0.69 < log 2 < 0.70 ⇐⇒ e0.69 < 2 < e0.70 (Y = eXは単調増加なので)

⇐⇒ e−0.70 < 1
2

< e−0.69 (e0.69, e0.70 > 0なので)

⇐⇒ e−0.70 < a10
n

< e−0.69

⇐⇒ e−0.70×10−n

< a < e−0.69×10−n

(X > 0において Y = X10−n

は単調増加なので)

(3) −0.70× 10−n <= 0なので (1)より

e−0.70×10−n
>= 1− 0.70× 10−n = 0. 9 · · · 9︸ ︷︷ ︸

n 個

3 · · · 3⃝

−0.69× 10−n <= 0なので (1)より

e−0.69×10−n
<= 1− 0.69× 10−n +

(−0.69× 10−n)2

2

= 1− 0.69× 10−n + 0.692 × 10−n

2
× 10−n

< 1− 0.69× 10−n + 12 × 10−1

2
× 10−n (n ∈ Nより)

= 1− 0.69× 10−n + 0.05× 10−n

< 1− 0.69× 10−n + 0.09× 10−n

= 1− 0.60× 10−n

= 0. 9 · · · 9︸ ︷︷ ︸
n 個

4 · · · 4⃝

(2)の結果および 3⃝, 4⃝より 0. 9 · · · 9︸ ︷︷ ︸
n 個

3 < a < 0. 9 · · · 9︸ ︷︷ ︸
n 個

4が示された.

－ 1－
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