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pを自然数とする. 数列 {xn}を漸化式
x1 = cos

(
2π
p

)
, xn+1 = 2(xn)

2 − 1 (n = 1, 2, 3, · · · )

で定める.

(1) xn を求めよ.

(2) lを自然数とする. p = 2l および p = 3× 2l のそれぞれの場合について lim
n→∞

xn を求めよ.

(3) lを自然数とする. p = 5× 2l のとき, 数列 {xn}は発散することを示せ.
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pを自然数とする. 数列 {xn}を漸化式 x1 = cos
(
2π
p

)
· · · 1⃝, xn+1 = 2(xn)

2 − 1 (n = 1, 2, 3, · · · ) · · · 2⃝ で定める.

(1) xn を求めよ.

(2) lを自然数とする. p = 2l および p = 3× 2l のそれぞれの場合について lim
n→∞

xn を求めよ.

(3) lを自然数とする. p = 5× 2l のとき, 数列 {xn}は発散することを示せ.

(1) 観察

x2 = 2 cos2 2π
p

− 1 = cos 22π
p

, x3 = 2 cos2 22π
p

− 1 = cos 23π
p

, · · · , xn = cos 2nπ
p
と予想できる.

∀n(∈ N), xn = cos 2nπ
p P (n)

が成り立つことを示す.

(i) (P (1)左辺) = x1 = cos 2π
p

( 1⃝より), (P (1)右辺) = cos 2π
p
より P (1)は成り立つ.

(ii) k (∈ N)に対し, P (k)を仮定して P (k + 1)を示す.

(P (k + 1)左辺) = xk+1 = 2(xk)
2 − 1 ( 2⃝より)

= 2 cos2 2kπ
p

− 1 (仮定 P (k)より)

= cos 2k+1π
p

= (P (k + 1)右辺)

よって P (k) =⇒ P (k + 1)は成り立つ.

(i), (ii)より数学的帰納法により, ∀n (∈ N), P (n)が示された.

(2) 思考

{xn}が収束する場合, その極限値を αとおくと 2⃝より α = 2α2 − 1 ⇐⇒ α = − 1
2
, 1なので,

xn = − 1
2
, 1となる nを見つけてしまえば収束することが示せる.

(i) p = 2l (l ∈ N)のとき, xn = cos 2n−lπなので, xl+1 = cos 2π = 1となる.

2⃝より xl+2 = 2 · 12 − 1 = 1なので, 帰納的に以降の nに対し xn = 1となる. よって lim
n→∞

xn = 1

(ii) p = 3× 2l (l ∈ N)のとき, xn = cos 2n−lπ
3

なので, xl+1 = cos 2π
3

= − 1
2
となる.

2⃝よりxl+2 = 2
(
− 1

2

)2

−1 = − 1
2
なので,帰納的に以降のnに対しxn = − 1

2
となる.よって lim

n→∞
xn = − 1

2

(3) p = 5× 2l (l ∈ N)のとき, xn = cos 2n−lπ
5

なので,

xl+1 = cos 2π
5

(= αとおく), xl+2 = cos 4π
5

(= βとおく), xl+3 = cos 8π
5

= cos 2π
5

= α

となる.

これは 2⃝において, xn = αのとき xn+1 = β, xn = β のとき xn+1 = α

となることを意味しており, α ̸= β なので,

帰納的に以降の nに対し xn は異なる 2つの値 α, β を繰り返す. よって lim
n→∞

xn は発散する.

αβ
x

y

O

－ 1－


	2011b-ri04
	2011b-ri04(解答)

